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摘　要：限位排列是组合计数的一个重要研究内容，应用容斥原理等组合分析技巧研究一类限位排列的计数问
题，具体给出了计算此类限位排列数的计数方法和计数公式，拓广了已有文献的研究结果。最后，提出有待进

一步研究的限位排列的计数问题。
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ｆｏｒｍｕｌａ

　　Ｚ表示整数集，ａ是正整数，令 ［１，ａ］＝｛１，
２，…，ａ｝。设ｍ为正整数，整数ｎｓ≥２（１≤ｓ≤ｍ），

∑
ｍ

ｓ＝１
ｎｓ＝ｎ。限位排列是组合计数的一个重要研究内

容，相关方面的研究见文献 ［１－５］，设 ｄｓ∈ Ｚ，
ｎｓ不整除 ｄｓ，ｅｓ与 ｅ′ｓ是非负整数，且 ｅｓ≤ ｅ′ｓ≤
ｎｓ（１≤ｓ≤ｍ），设是［１，ｎ］上的全排列 （也称之

为置换），对于如下的ｍ个阵列：

∑
ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋１ ∑

ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋２ … ∑

ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋ｎｓ

∑
ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λ１＋ｄｓ ∑

ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λ２＋ｄｓ … ∑

ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λｎｓ＋ｄｓ

（∑
ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋１） （∑

ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋２） … （∑

ｓ

ｑ＝１
ｎｑ
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）

第ｓ个阵列
（１）

其中约定∑
０

ｑ＝１
ｎｑ＝０，λｕｓ＋ｄｓ是ｕｓ＋ｄｓ除以ｎｓ的最小

正剩余数，ｕｓ∈［１，ｎｓ］，１≤ｓ≤ｍ。
研究限位排列数的基本方法是棋盘与棋子多项

式［５－６］，本文利用容斥原理的计数方法［３－５，７－１３］、

有限集合上封闭集族的计数方法与其它组合分析技

巧的结合研究在阵列 （１）下的 ［１，ｎ］上的如下限
位排列的计数［１４］。

问题Ⅰ　求 ［１，ｎ］上使得阵列 （１）中的第 ｓ
个阵列中至少有ｅｓ个列，至多有 ｅ′ｓ个列，它们中
的任意列都有相同的数（１≤ｓ≤ｍ）的全排列的
个数。

设Ａ表示［１，ｎ］上的所有全排列组成的集合，
对任意ＢＡ，令ｆ（Ｂ）表示集合Ｂ的元素个数。对
于 ∈ Ａ，ｕｓ∈ ［１，ｎｓ］，界定与 有关的命题
Ｐｓｕｓ（）为：
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Ｐｓｕｓ：（∑
ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋ｕｓ）＝∑

ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λｕｓ＋ｄｓ或∑

ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋ｕｓ

其中１≤ｓ≤ｍ。

令

Ａｓｕｓ ＝｛∈ＡＰｓｕｓ（）｝，珔Ａｓｕｓ ＝｛∈ＡＡｓｕｓ｝

设Ｉｓ［１，ｎｓ］，令

ＡＩｓ ＝∩ｕｓ∈Ｉｓ
Ａｓｕｓ，Ａ（Ｉｓ） ＝ ∩

ｕｓ∈［１，ｎｓ］－Ｉｓ
珔Ａｓｕｓ∩ＡＩｓ

其中［１，ｎｓ］－Ｉｓ表示［１，ｎｓ］与Ｉｓ的差集，且

约定 ∩
ｕｓ∈
Ａｓｕｓ ＝Ａ，∩ｕｓ∈

珔Ａｓｕｓ ＝Ａ。

设

Ａ（ｅｓ，ｅ′ｓ） ＝ ∪
Ｉｓ［１，ｎｓ］
ｅｓ≤｜Ｉｓ｜≤ｅ′ｓ

Ａ（Ｉｓ）

非负整数ｌ＜ｋ时，约定

∩
ｌ

ｓ＝ｋ
ＡＩｓ ＝ ∩

ｌ

ｓ＝ｋ
Ａ（Ｉｓ） ＝ ∩

ｌ

ｓ＝ｋ
Ａ（ｅｓ，ｅ′ｓ） ＝Ａ

于是，ｆ（∩
ｍ

ｓ＝１
Ａ（ｅｓ，ｅ′ｓ））即为问题Ⅰ对应的限位排列的

计数解。对于任意的非负整数ｔｓ≤ｎｓ（１≤ｓ≤ｍ），

用如下的式子来定义ｆｔ１，…，ｔｍ为：

ｆｔ１，…，ｔｍ ＝ ∑
Ｉｓ［１，ｎｓ］
｜Ｉｓ｜＝ｔｓ
１≤ｓ≤ｍ

ｆ（∩
ｍ

ｓ＝１
ＡＩｓ）

本文要用到文献 ［８］的一个组合恒等式，即下面

的引理１。

引理１　对于非负整数ｄ，ｓ，ｔ，且ｓ≤ｔ，令

∑
ｔ

ｒ＝ｓ
（－１）ｄ－ｒ( )ｄｒ＝ξ（ｓ，ｔ，ｄ）

则有

ξ（ｓ，ｔ，ｄ） ＝（－１）
ｄ－ｔ ｄ－１( )ｔ

＋（－１）ｄ－ｓ ｄ－１
ｓ－( )１

其中约定：
－１
－( )１ ＝０；( )ｘｙ＝０，ｙ＞ｘ≥０；

－１( )ｘ ＝

（－１）ｘ，ｘ≥０；
ｘ( )０ ＝１，ｘ≥０；( )ｘｙ＝０，ｘ≥０＞ｙ。

１　ｆｔ１，…，ｔｍ的显式计算公式

根据容斥原理的计数原理［３－５，７－１３］，求 ｆ（∩
ｍ

ｓ＝１

Ａ（ｅｓ，ｅ′ｓ））的计数公式，关键在于 ｆｔ１，…，ｔｍ的显式计算
公式。

定理１　对于任意的非负整数ｔｓ≤ｎｓ（１≤ｓ≤
ｍ），则有

ｆｔ１，…，ｔｍ ＝（ｎ－∑
ｍ

ｓ＝１
ｔｓ）！·

∏
ｍ

ｓ＝１
∑

０≤ｋαｓ≤ηｓ

∑
（ｎｓ，ｄｓ）

αｓ＝１
ｋαｓ＝ｔｓ

∏
（ｎｓ，ｄｓ）

αｓ＝１

２ηｓ
２ηｓ－ｋαｓ

２ηｓ－ｋαｓ
ｋα( )
ｓ

（２）

其中 （ｎｓ，ｄｓ）表示 ｎｓ与 ｄｓ的最大公约数，ηｓ ＝
ｎｓ

（ｎｓ，ｄｓ）
，１≤ｓ≤ｍ。

证明　具体分为３个步骤来完成式 （２）的证
明。

步骤１　设σｓ是［１，ｎｓ］上的置换，且σｓ（ｕｓ）
＝λｕｓ＋ｄｓ，ｕｓ∈［１，ｎｓ］。根据置换的轮换分解

［１５］，σｓ
恰好分解为（ｎｓ，ｄｓ）个两两互不相交的ηｓ－轮换的
乘积，由初等数论知识，不难证明 σｓ的 ηｓ－轮换
分解为：

σｓ＝∏
（ｎｓ，ｄｓ）

αｓ＝１
（αｓ，λαｓ＋ｄｓ，λαｓ＋２ｄｓ，…，λαｓ＋（ηｓ－１）ｄｓ）（３）

其中 （ｎｓ，ｄｓ）表示 ｎｓ与 ｄｓ的最大公约数，ηｓ ＝
ｎｓ

（ｎｓ，ｄｓ）
，对任意ｘ∈Ｚ，λαｓ＋ｘｄｓ是αｓ＋ｘｄｓ除以ｎｓ的

最小正剩余数。

于是，阵列 （１）基于式 （３）的表示为：

∑
ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋αｓ ∑

ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λαｓ＋ｄｓ … ∑

ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λαｓ＋（ηｓ－１）ｄｓ

∑
ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λαｓ＋ｄｓ ∑

ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λαｓ＋２ｄｓ … ∑

ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋αｓ

　
　∑
ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋α( )ｓ 　

　∑
ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λαｓ＋ｄ( )ｓ … 　

　∑
ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λαｓ＋（ηｓ－１）ｄ( )

                         

ｓ

第ｓ个阵列

（４）

其中１≤αｓ≤（ｎｓ，ｄｓ），１≤ｓ≤ｍ。
根据阵列 （４）与式 （３），界定如下的环形排

列：

⊙ｂαｓ１ｂαｓ１ｂαｓ２ｂαｓ２…ｂαｓ（ηｓ－１）ｂαｓ（ηｓ－１）ｂαｓηｓｂαｓηｓ （５）

其中ｂαｓｊ＝∑
ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λαｓ＋（ｊ－１）ｄｓ，ｊ∈Ｚ，１≤αｓ≤（ｎｓ，

ｄｓ），１≤ｓ≤ｍ。
对于环形排列 （５）中任意取定的元素 ｂαｓｊ，对

１８
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于∈Ａ，根据阵列 （４）与环形排列 （５），界定
与有关的命题Ｐｂαｓｊ，ｂαｓ（ｊ＋１）（）与Ｐｂαｓｊ，ｂαｓｊ（）为：

Ｐｂαｓｊ，ｂαｓ（ｊ＋１）（）：
　
　∑
ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λαｓ＋（ｊ－１）ｄ( )ｓ ＝ｂαｓｊ，当

环形排列 （５）中与ｂαｓｊ右相邻的元素为ｂαｓ（ｊ＋１）。

Ｐｂαｓｊ，ｂαｓｊ（）：
　
　∑
ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λαｓ＋（ｊ－２）ｄ( )ｓ ＝ｂαｓｊ，当环

形排列 （５）中与ｂαｓｊ右相邻的元素为ｂαｓｊ。
令

Ａｂαｓｊ，ｂαｓ（ｊ＋１） ＝
　
　∈
ＡＰｂαｓｊ，ｂαｓ（ｊ＋１）（{ }），

Ａｂαｓｊ，ｂαｓｊ＝
　
　∈
ＡＰｂαｓｊ，ｂαｓｊ（{ }）

其中ｊ∈Ｚ，１≤αｓ≤（ｎｓ，ｄｓ），１≤ｓ≤ｍ。
步骤２　在这个步骤中，我们需要证明几个辅

助的引理。

根据命题 Ｐｂαｓｊ，ｂαｓ（ｊ＋１）、Ｐｂαｓｊ，ｂαｓｊ、Ｐｓλαｓ＋（ｊ－１）ｄｓ 与

Ｐｓλαｓ＋（ｊ－２）ｄｓ的界定，显然有如下的引理２成立。

引理２　对于∈Ａ，对于环形排列 （５）中任
意取定的元素 ｂαｓｊ，若命题 Ｐｂαｓｊ，ｂαｓ（ｊ＋１）（）成立，则

命题Ｐｓλαｓ＋（ｊ－１）ｄｓ（）成立；若命题 Ｐｂαｓｊ，ｂαｓｊ（）成立，
则命题Ｐｓλαｓ＋（ｊ－２）ｄｓ（）成立。且

Ａｓλαｓ＋（ｊ－１）ｄｓ ＝Ａｂαｓｊ，ｂαｓ（ｊ＋１）∪Ａｂαｓ（ｊ＋１），ｂαｓ（ｊ＋１），
Ａｂαｓｊ，ｂαｓ（ｊ＋１）∩Ａｂαｓ（ｊ＋１），ｂαｓ（ｊ＋１） ＝；

Ａｓλαｓ＋（ｊ－２）ｄｓ ＝Ａｂαｓｊ，ｂαｓｊ∪Ａｂαｓ（ｊ－１），ｂαｓｊ，
Ａｂαｓｊ，ｂαｓｊ∩Ａｂαｓ（ｊ－１），ｂαｓｊ＝

　　引理３　从环形排列 （５）中选取两个不相邻
的元素ｂαｓｊ１与ｂαｓｊ２，设环形排列 （５）中与ｂαｓｊ１右相

邻的元素为 ｂαｓ（ｈ１＋２），环形排列 （５）中与 ｂαｓｊ２右相
邻的 元 素 为 ｂαｓ（ｈ２＋２），对 于  ∈ Ａ，若 命 题
Ｐｂαｓｊ１，ｂαｓ（ｈ１＋２）（）与 Ｐｂαｓｊ２，ｂαｓ（ｈ２＋２）（）成立，则命题

Ｐｓλαｓ＋ｈ１ｄｓ（）与Ｐｓλαｓ＋ｈ２ｄｓ（）成立，且

　
　∑
ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λαｓ＋ｈ１ｄ( )ｓ ＝ｂαｓｊ１，

　
　∑
ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λαｓ＋ｈ２ｄ( )ｓ ＝ｂαｓｊ２，

∑
ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λαｓ＋ｈ１ｄｓ≠∑

ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λαｓ＋ｈ２ｄｓ

　　 证 明 　 由 引 理 ２，命 题 Ｐｓλαｓ＋ｈ１ｄｓ（）与
Ｐｓλαｓ＋ｈ２ｄｓ（）成立，且有

　
　∑
ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λαｓ＋ｈ１ｄ( )ｓ ＝ｂαｓｊ１，

　
　∑
ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λαｓ＋ｈ２ｄ( )ｓ ＝ｂαｓｊ２

由环形排列 （５），ｂαｓ（ｈ１＋２） ＝ｂαｓ（ｊ１＋１）或 ｂαｓｊ１；ｂαｓ（ｈ２＋２）
＝ｂαｓ（ｊ２＋１）或ｂαｓｊ２，从而

　
　∑
ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λαｓ＋ｈ１ｄ( )ｓ ＝

　
　∑
ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λαｓ＋（ｊ１－１）ｄ( )ｓ ＝ｂαｓｊ１，ｂαｓ（ｈ１＋２） ＝ｂαｓ（ｊ１＋１）

　
　∑
ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λαｓ＋（ｊ１－２）ｄ( )ｓ ＝ｂαｓｊ１，ｂαｓ（ｈ１＋２） ＝ｂαｓｊ{

１

；

　
　∑
ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λαｓ＋ｈ２ｄ( )ｓ ＝

　
　∑
ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λαｓ＋（ｊ２－１）ｄ( )ｓ ＝ｂαｓｊ２，ｂαｓ（ｈ２＋２） ＝ｂαｓ（ｊ２＋１）

　
　∑
ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λαｓ＋（ｊ２－２）ｄ( )ｓ ＝ｂαｓｊ２，ｂαｓ（ｈ２＋２） ＝ｂαｓｊ{

２

由于ｂαｓｊ１与 ｂαｓｊ２在环形排列 （５）中是不相邻的，

则ｂαｓｊ１≠ｂαｓｊ２，也即ηｓ不整除ｊ１－ｊ２。

　 （ｉ） 当 　
　∑
ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λαｓ＋（ｊ１－１）ｄ( )ｓ ＝ ｂαｓｊ１，

　
　∑
ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λαｓ＋（ｊ２－１）ｄ( )ｓ ＝ｂαｓｊ２。根据ηｓ不整除ｊ１－ｊ２，

即得

∑
ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λαｓ＋（ｊ１－１）ｄｓ≠∑

ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λαｓ＋（ｊ２－１）ｄｓ

　 　 （ｉｉ） 当 　
　∑
ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λαｓ＋（ｊ１－２）ｄ( )ｓ ＝ ｂαｓｊ１，

　
　∑
ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λαｓ＋（ｊ２－２）ｄ( )ｓ ＝ｂαｓｊ２。根据ηｓ不整除ｊ１－ｊ２，

即得

∑
ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λαｓ＋（ｊ１－２）ｄｓ≠∑

ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λαｓ＋（ｊ２－２）ｄｓ

　 　 （ｉｉｉ） 当 　
　∑
ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λαｓ＋（ｊ１－１）ｄ( )ｓ ＝ ｂαｓｊ１，

　
　∑
ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λαｓ＋（ｊ２－２）ｄ( )ｓ ＝ｂαｓｊ２。
若∑

ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λαｓ＋（ｊ１－１）ｄｓ＝∑

ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λαｓ＋（ｊ２－２）ｄｓ，也即

ηｓ整除１＋ｊ１－ｊ２，从而ｂαｓｊ２＝ｂαｓ（ｊ１＋１）。由引理２，在

环形排列 （５）中与ｂαｓｊ１右相邻的元素为ｂαｓｊ２，以及

环形排列 （５）中与ｂαｓｊ２右相邻的元素为ｂαｓｊ２，从而

导致ｂαｓｊ１与ｂαｓｊ２在环形排列 （５）中是相邻的矛盾，

故

∑
ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λαｓ＋（ｊ１－１）ｄｓ≠∑

ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λαｓ＋（ｊ２－２）ｄｓ

　 　 （ｉｖ） 当 　
　∑
ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λαｓ＋（ｊ１－２）ｄ( )ｓ ＝ ｂαｓｊ１，
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　
　∑
ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λαｓ＋（ｊ２－１）ｄ( )ｓ ＝ｂαｓｊ２。
若∑

ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λαｓ＋（ｊ１－２）ｄｓ＝∑

ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λαｓ＋（ｊ２－１）ｄｓ，也即

ηｓ整除１＋ｊ２－ｊ１，从而ｂαｓｊ１ ＝ｂαｓ（ｊ２＋１）。根据引理２，

在环形排列 （５）中与ｂαｓｊ２右相邻的元素为ｂαｓｊ１，以

及环形排列 （５）中与ｂαｓｊ１右相邻的元素为ｂαｓｊ１，从

而导致ｂαｓｊ２与ｂαｓｊ１在环形排列 （５）中是相邻的矛

盾，故

∑
ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λαｓ＋（ｊ１－２）ｄｓ≠∑

ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λαｓ＋（ｊ２－１）ｄｓ

　　综上情况 （ｉ） －（ｉｖ）所述，即得

∑
ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λαｓ＋ｈ１ｄｓ≠∑

ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λαｓ＋ｈ２ｄｓ

由引理３，即得下面的引理４。
引理４　设从环形排列 （５）中选取ｋαｓ个两两

不相邻的元素为ｂαｓｊｖ（１≤ｖ≤ｋαｓ），不妨设环形排列

（５）中与 ｂαｓｊｖ右相邻的元素为 ｂαｓ（ｈｖ＋２）（１≤ ｖ≤

ｋαｓ），对于∈Ａ，若命题Ｐｂαｓｊｖ，ｂαｓ（ｈｖ＋２）（）成立（１≤

ｖ≤ｋαｓ），则命题Ｐｓλαｓ＋ｈｖｄｓ（）成立（１≤ｖ≤ｋαｓ），且

　
　∑
ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λαｓ＋ｈｖｄ( )ｓ ＝ｂαｓｊｖ，１≤ｖ≤ｋαｓ；

∑
ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λαｓ＋ｈｘｄｓ≠∑

ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λαｓ＋ｈｙｄｓ，１≤ｘ，

ｙ≤ｋαｓ，ｘ≠ｙ；

ｆ　
　∩
ｍ

ｓ＝１
∩
（ｎｓ，ｄｓ）

αｓ＝１
∩
ｋαｓ

ｖ＝１
Ａｂαｓｊｖ，ｂαｓ（ｈｖ＋２( )

）
＝ 　
　
ｎ－∑

ｍ

ｓ＝１
∑
（ｎｓ，ｄｓ）

αｓ＝１
ｋα( )ｓ！
（６）

　　注１　当ｋαｓ ＝０时，约定 ∩
ｋαｓ

ｖ＝１
Ａｂαｓｊｖ，ｂαｓ（ｈｖ＋２） ＝Ａ，

式 （６）也成立。
步骤３　以下均约定 ｛ｂαｓｊｖ １≤ｖ≤ｋαｓ｝代表

的是从环形排列 （５）中任意选取 ｋαｓ个两两不相
邻的元素的组合，且约定环形排列 （５）中与 ｂαｓｊｖ
右相邻的元素为ｂαｓ（ｈｖ＋２），其中１≤ｖ≤ｋαｓ，１≤αｓ≤

（ｎｓ，ｄｓ），１≤ｓ≤ｍ。由文献 ［５，１６］，这样的组合
｛ｂαｓｊｖ １≤ｖ≤ｋαｓ｝的个数为：

２ηｓ
２ηｓ－ｋαｓ

２ηｓ－ｋαｓ
ｋα( )
ｓ

，１≤ｋαｓ≤ηｓ （７）

　　注２　约定从环形排列 （５）中选取０个两两
不相邻的元素的组合的个数为１，则式 （７）对 ｋαｓ
＝０也成立。
于是，根据式 （６）、式 （７）以及引理２与引

理４，当０≤ｋαｓ≤ηｓ（１≤αｓ≤（ｎｓ，ｄｓ），１≤ｓ≤ｍ）
时，即得

∑
Ｉαｓ｛λαｓ＋ｘｄｓ ｘ∈Ｚ｝［１，ｎｓ］

｜Ｉαｓ｜＝ｋαｓ
１≤αｓ≤（ｎｓ，ｄｓ）
１≤ｓ≤ｍ

ｆ　
　∩
ｍ

ｓ＝１
∩
（ｎｓ，ｄｓ）

αｓ＝１
ＡＩα( )ｓ ＝

∑
｛ｂαｓｊｖ １≤ｖ≤ｋαｓ

｝

１≤αｓ≤（ｎｓ，ｄｓ）
１≤ｓ≤ｍ

ｆ　
　∩
ｍ

ｓ＝１
∩
（ｎｓ，ｄｓ）

αｓ＝１
∩
ｋαｓ

ｖ＝１
Ａｂαｓｊｖ，ｂαｓ（ｈｖ＋２( )

）
＝

　
　
ｎ－∑

ｍ

ｓ＝１
∑
（ｎｓ，ｄｓ）

αｓ＝１
ｋα( )ｓ！∏

ｍ

ｓ＝１
∏
（ｎｓ，ｄｓ）

αｓ＝１

２ηｓ
２ηｓ－ｋαｓ

２ηｓ－ｋαｓ
ｋα( )
ｓ

（８）

对任意的非负整数ｔｓ≤ｎｓ（１≤ｓ≤ｍ），令 ∑
（ｎｓ，ｄｓ）

αｓ＝１
ｋαｓ

＝ｔｓ（１≤ｓ≤ｍ），由式 （８），即得

ｆｔ１，…，ｔｍ ＝ ∑
０≤ｋαｓ≤ηｓ

∑
（ｎｓ，ｄｓ）

αｓ＝１
１≤ｓ≤ｍ

ｋｓｉ＝ｔｓ

∑
Ｉαｓ｛λαｓ＋ｘｄｓ ｘ∈Ｚ｝［１，ｎｓ］

｜Ｉαｓ｜＝ｋαｓ
１≤αｓ≤（ｎｓ，ｄｓ）
１≤ｓ≤ｍ

ｆ（∩
ｍ

ｓ＝１
∩
（ｎｓ，ｄｓ）

αｓ＝１
ＡＩαｓ）＝

　
　
ｎ－∑

ｍ

ｓ＝１
ｔ( )ｓ！∏

ｍ

ｓ＝１
∑

０≤ｋαｓ≤ηｓ

∑
（ｎｓ，ｄｓ）

αｓ＝１
ｋαｓ＝ｔｓ

∏
（ｎｓ，ｄｓ）

αｓ＝１

２ηｓ
２ηｓ－ｋαｓ

２ηｓ－ｋαｓ
ｋα( )
ｓ

至此，式 （２）成立。证毕。

２　主要结果
定理２　［１，ｎ］上使得阵列 （１）中的第 ｓ个

阵列中至少有ｅｓ个列，至多有 ｅ′ｓ个列，它们中的
任意列都有相同的数（１≤ｓ≤ｍ）的全排列的个
数为：

∑
０≤ｔｓ≤ｎｓ
１≤ｓ≤ｍ

　
　
ｎ－∑

ｍ

ｓ＝１
ｔ( )ｓ！∏

ｍ

ｓ＝１
ξ（ｅｓ，ｅ′ｓ，ｔｓ）·

∏
ｍ

ｓ＝１
∑

０≤ｋαｓ≤ηｓ

∑
（ｎｓ，ｄｓ）

αｓ＝１
ｋαｓ＝ｔｓ

∏
（ｎｓ，ｄｓ）

αｓ＝１

２ηｓ
２ηｓ－ｋαｓ

２ηｓ－ｋαｓ
ｋα( )
ｓ

（９）

　　证明　根据容斥原理［８］，可得

ｆ　
　∩
ｍ

ｓ＝１
Ａ（ｅｓ，ｅ′ｓ( )） ＝ ∑

０≤ｔｓ≤ｎｓ
１≤ｓ≤ｍ

∏
ｍ

ｓ＝１
ξ（ｅｓ，ｅ′ｓ，ｔｓ）ｆｔ１，…，ｔｍ （１０）

将式 （２）代入式 （１０）即得式 （９）。证毕。
当式 （９）中ｅｉ＝０（１≤ｉ≤ｋ），ｅｊ＝ｅ′ｊ（ｋ＋１

≤ｊ≤ｍ）时，即得
推论１　对任意非负整数ｒｓ≤ｎｓ（１≤ｓ≤ｍ），

则［１，ｎ］上使得阵列 （１）中的第 ｉ个阵列中至多
有ｒｉ个列，它们中的任意列都有相同的数（１≤ｉ≤
ｋ），而第 ｊ个阵列中恰好有 ｒｊ个列，它们中的任意
列都有相同的数（１＋ｋ≤ｊ≤ｍ）的全排列的个
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数为：

∑
０≤ｔｓ≤ｎｓ
１≤ｓ≤ｍ

（－１）∑
ｍ

ｓ＝１
（ｔｓ－ｒｓ）

（ｎ－∑
ｍ

ｓ＝１
ｔｓ）！∏

ｋ

ｓ＝１

ｔｓ－１

ｒ( )
ｓ
∏
ｍ

ｓ＝ｋ＋１

ｔｓ
ｒ( )
ｓ

·

∏
ｍ

ｓ＝１
∑

０≤ｋαｓ≤ηｓ

∑
（ｎｓ，ｄｓ）

αｓ＝１
ｋαｓ＝ｔｓ

∏
（ｎｓ，ｄｓ）

αｓ＝１

２ηｓ
２ηｓ－ｋαｓ

２ηｓ－ｋαｓ
ｋα( )
ｓ

（１１）

当式 （９）中ｅ′ｉ＝ｎｉ（１≤ｉ≤ｋ），ｅｊ＝ｅ′ｊ（ｋ＋１≤
ｊ≤ｍ）时，即得

推论２　对任意非负整数ｒｓ≤ｎｓ（１≤ｓ≤ｍ），
则［１，ｎ］上使得阵列 （１）中的第 ｉ个阵列中至少
有ｒｉ个列，它们中的任意列都有相同的数（１≤ｉ≤
ｋ），而第 ｊ个阵列中恰好有 ｒｊ个列，它们中的任意
列都有相同的数（１＋ｋ≤ｊ≤ｍ）的全排列的个
数为：

∑
０≤ｔｓ≤ｎｓ
１≤ｓ≤ｍ

（－１）∑
ｍ

ｓ＝ｋ＋１
（ｔｓ－ｒｓ） 　

　
ｎ－∑

ｍ

ｓ＝１
ｔ( )ｓ！∏

ｋ

ｓ＝１
ξ（ｒｓ，ｎｓ，ｔｓ）∏

ｍ

ｓ＝ｋ＋１

ｔｓ
ｒ( )
ｓ

·

∏
ｍ

ｓ＝１
∑

０≤ｋαｓ≤ηｓ

∑
（ｎｓ，ｄｓ）

αｓ＝１
ｋαｓ＝ｔｓ

∏
（ｎｓ，ｄｓ）

αｓ＝１

２ηｓ
２ηｓ－ｋαｓ

２ηｓ－ｋαｓ
ｋα( )
ｓ

（１２）

当式 （９）中ｅｉ＝０（１≤ｉ≤ｋ），ｅ′ｊ＝ｎｊ（ｋ＋１≤
ｊ≤ｍ）时，即得

推论３　对任意非负整数ｒｓ≤ｎｓ（１≤ｓ≤ｍ），
则［１，ｎ］上使得阵列 （１）中的第 ｉ个阵列中至多
有ｒｉ个列，它们中的任意列都有相同的数（１≤ｉ≤
ｋ），而第 ｊ个阵列中至少有 ｒｊ个列，它们中的任意
列都有相同的数（１＋ｋ≤ｊ≤ｍ）的全排列的个
数为：

∑
０≤ｔｓ≤ｎｓ
１≤ｓ≤ｍ

（－１）∑
ｋ

ｓ＝１
（ｔｓ－ｒｓ） 　

　
ｎ－∑

ｍ

ｓ＝１
ｔ( )ｓ！·

∏
ｋ

ｓ＝１

ｔｓ－１

ｒ( )
ｓ
∏
ｍ

ｓ＝ｋ＋１
ξ（ｒｓ，ｎｓ，ｔｓ）·

∏
ｍ

ｓ＝１
∑

０≤ｋαｓ≤ηｓ

∑
（ｎｓ，ｄｓ）

αｓ＝１
ｋαｓ＝ｔｓ

∏
（ｎｓ，ｄｓ）

αｓ＝１

２ηｓ
２ηｓ－ｋαｓ

２ηｓ－ｋαｓ
ｋα( )
ｓ

（１３）

当式 （９）中ｅ′ｓ＝０（１≤ｓ≤ｍ）时，即得
推论４　［１，ｎ］上使得阵列 （１）中的任意列

都没有相同的数的全排列的个数为：

∑
０≤ｔｓ≤ｎｓ
１≤ｓ≤ｍ

（－１）∑
ｍ

ｓ＝１
ｔｓ 　
　
ｎ－∑

ｍ

ｓ＝１
ｔ( )ｓ！·

∏
ｍ

ｓ＝１
∑

０≤ｋαｓ≤ηｓ

∑
（ｎｓ，ｄｓ）

αｓ＝１
ｋαｓ＝ｔｓ

∏
（ｎｓ，ｄｓ）

αｓ＝１

２ηｓ
２ηｓ－ｋαｓ

２ηｓ－ｋαｓ
ｋα( )
ｓ

（１４）

　　推论５　当（ｎｓ，ｄｓ）＝１（１≤ｓ≤ｍ）时，［１，ｎ］
上使得阵列 （１）中的第ｓ个阵列中至少有ｅｓ个列，
至多有ｅ′ｓ个列，它们中的任意列都有相同的数（１
≤ｓ≤ｍ）的全排列的个数为：

∑
０≤ｔｓ≤ｎｓ
１≤ｓ≤ｍ

　
　
ｎ－∑

ｍ

ｓ＝１
ｔ( )ｓ！∏

ｍ

ｓ＝１
ξ（ｅｓ，ｅ′ｓ，ｔｓ）∏

ｍ

ｓ＝１

２ｎｓ
２ｎｓ－ｔｓ

２ｎｓ－ｔｓ
ｔ( )
ｓ

（１５）
　　推论６　当（ｎｓ，ｄｓ）＝１（１≤ｓ≤ｍ）时，对任
意非负整数ｒｓ≤ｎｓ（１≤ｓ≤ｍ），则［１，ｎ］上使得阵
列 （１）中的第ｉ个阵列中至多有 ｒｉ个列，它们中
的任意列都有相同的数（１≤ｉ≤ｋ），而第ｊ个阵列
中恰好有 ｒｊ个列，它们中的任意列都有相同的数
（１＋ｋ≤ｊ≤ｍ）的全排列的个数为：

∑
０≤ｔｓ≤ｎｓ
１≤ｓ≤ｍ

（－１）∑
ｍ

ｓ＝１
（ｔｓ－ｒｓ） 　

　
ｎ－∑

ｍ

ｓ＝１
ｔ( )ｓ！·

∏
ｋ

ｓ＝１

ｔｓ－１

ｒ( )
ｓ
∏
ｍ

ｓ＝ｋ＋１

ｔｓ
ｒ( )
ｓ

∏
ｍ

ｓ＝１

２ｎｓ
２ｎｓ－ｔｓ

２ｎｓ－ｔｓ
ｔ( )
ｓ

（１６）

　　推论７　当（ｎｓ，ｄｓ）＝１（１≤ｓ≤ｍ）时，对任
意非负整数ｒｓ≤ｎｓ（１≤ｓ≤ｍ），则［１，ｎ］上使得阵
列 （１）中的第ｉ个阵列中至少有 ｒｉ个列，它们中
的任意列都有相同的数（１≤ｉ≤ｋ），而第ｊ个阵列
中恰好有 ｒｊ个列，它们中的任意列都有相同的数
（１＋ｋ≤ｊ≤ｍ）的全排列的个数为：

∑
０≤ｔｓ≤ｎｓ
１≤ｓ≤ｍ

（－１）∑
ｍ

ｓ＝ｋ＋１
（ｔｓ－ｒｓ） 　

　
ｎ－∑

ｍ

ｓ＝１
ｔ( )ｓ！·

∏
ｋ

ｓ＝１
ξ（ｒｓ，ｎｓ，ｔｓ）∏

ｍ

ｓ＝ｋ＋１

ｔｓ
ｒ( )
ｓ

∏
ｍ

ｓ＝１

２ｎｓ
２ｎｓ－ｔｓ

２ｎｓ－ｔｓ
ｔ( )
ｓ

（１７）

　　推论８　当（ｎｓ，ｄｓ）＝１（１≤ｓ≤ｍ）时，对任
意非负整数ｒｓ≤ｎｓ（１≤ｓ≤ｍ），则［１，ｎ］上使得阵
列 （１）中的第ｉ个阵列中至多有 ｒｉ个列，它们中
的任意列都有相同的数（１≤ｉ≤ｋ），而第ｊ个阵列
中至少有 ｒｊ个列，它们中的任意列都有相同的数
（１＋ｋ≤ｊ≤ｍ）的全排列的个数为：

∑
０≤ｔｓ≤ｎｓ
１≤ｓ≤ｍ

（－１）∑
ｋ

ｓ＝１
（ｔｓ－ｒｓ） 　

　
ｎ－∑

ｍ

ｓ＝１
ｔ( )ｓ！∏

ｋ

ｓ＝１

ｔｓ－１

ｒ( )
ｓ

·

∏
ｍ

ｓ＝ｋ＋１
ξ（ｒｓ，ｎｓ，ｔｓ）∏

ｍ

ｓ＝１

２ｎｓ
２ｎｓ－ｔｓ

２ｎｓ－ｔｓ
ｔ( )
ｓ

（１８）

　　推论９　当（ｎｓ，ｄｓ）＝１（１≤ｓ≤ｍ）时，［１，ｎ］
上使得阵列 （１）中的任意列都没有相同的数的全
排列的个数为：

４８
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∑
０≤ｔｓ≤ｎｓ
１≤ｓ≤ｍ

（－１）∑
ｍ

ｓ＝１
ｔｓ 　
　
ｎ－∑

ｍ

ｓ＝１
ｔ( )ｓ！∏

ｍ

ｓ＝１

２ｎｓ
２ｎｓ－ｔｓ

２ｎｓ－ｔｓ
ｔ( )
ｓ

（１９）
　　注３　式 （１７）推广了文献 ［３］的结果，文
献 ［４］试图推广文献 ［３］的结果，但文献 ［４］
的结果被证明是错误的［７］，式 （１７）是对文献
［４］的错误结果的改正与推广，式 （９）则是对阵
列 （１）中的ｎｓ＞（ｎｓ，ｄｓ）≥１（１≤ｓ≤ｍ）情形下
的结果的统一回答。

３　讨　论
ｍ是正整数，整数ｎｓ≥２，ｄｓ∈ Ｚ，ｎｓ不整除

ｄｓ，ｅｓ与ｅ′ｓ是非负整数，且ｅｓ≤ｅ′ｓ≤ｎｓ（１≤ｓ≤

ｍ），∑
ｍ

ｓ＝１
ｎｓ＝ｎ。设是［１，ｎ］上的全排列 （也称之

为置换），对于如下的ｍ个阵列

∑
ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋１ ∑

ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋２ … ∑

ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋ｎｓ

∑
ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λ１＋ｄｓ ∑

ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λ２＋ｄｓ … ∑

ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λｎｓ＋ｄｓ

∑
ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λ１＋２ｄｓ ∑

ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λ２＋２ｄｓ … ∑

ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λｎｓ＋２ｄｓ

… … … …

∑
ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λ１＋δｓｄｓ ∑

ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λ２＋δｓｄｓ … ∑

ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋λｎｓ＋δｓｄｓ

（∑
ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋１） （∑

ｓ－１

ｑ＝１
ｎｑ＋２） … （∑

ｓ

ｑ＝１
ｎｑ

                     

）

第ｓ个阵列
（２０）

其中约定∑
０

ｑ＝１
ｎｑ＝０，λｕｓ＋ｘｄｓ是ｕｓ＋ｘｄｓ除以ｎｓ的最

小正剩余数，ｕｓ∈［１，ｎｓ］，ｘ∈ Ｚ。（ｎｓ，ｄｓ）表示 ｎｓ

与ｄｓ的最大公约数，ηｓ＝
ｎｓ

（ｎｓ，ｄｓ）
，δｓ∈Ｚ，且０＜

δｓ＜ηｓ，１≤ｓ≤ｍ。
问题Ⅱ　求［１，ｎ］上使得阵列 （２０）中的第ｓ

个阵列中至少有ｅｓ个列，但又至多有 ｅ′ｓ个列，它
们中的任意列都有相同的数（１≤ｓ≤ｍ）的全排列
的个数。

由于ｆｔ１，…，ｔｍ在阵列 （１）中的计算方法并不适
用于阵列 （２０），从而导致ｆｔ１，…，ｔｍ在阵列 （２０）中
的显式计算公式很难获得，关于这一点可以参阅文

献 ［５］，本文未能得到问题Ⅱ的显式计数公式，
仅仅得到δｓ＝１（１≤ｓ≤ｍ）对应的问题Ⅰ的显式

计数公式，即式 （９），我们将在后续的研究中尝
试寻求ｆｔ１，…，ｔｍ在阵列 （２０）中的显式计算公式的
方法。
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